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Abstract Let G be a reductive group defined over a number field. Denote Z(Gˆ)
the center of the dual group. Langlands has defined some homomorphism from some
cohomology group of Z(Gˆ) into the group of automorphic characters of G. We prove
that it is bijective.
Soit F un corps de caracte´ristique 0 qui est soit un corps local, soit un corps de
nombres. On fixe une cloˆture alge´brique F¯ de F . On note ΓF le groupe de Galois
Gal(F¯ /F ) et WF le groupe de Weil de F . Si F est un corps de nombres, on note AF
son anneau des ade`les et V al(F ) l’ensemble de ses valuations. Soit G un groupe re´ductif
connexe de´fini sur F . On introduit le groupe dual complexe Gˆ et son centre Z(Gˆ). Ces
groupes sont munis d’une action alge´brique de ΓF .
Si F est local, on de´finit apre`s Langlands un homomorphisme
αF : H
1(WF ;Z(Gˆ))→ Homcont(G(F ),C
×),
l’indice ”cont” indiquant qu’il s’agit d’homomorphismes continus.
Si F est un corps de nombres, on note Homcont(G(F )\G(AF ),C
×) le groupe des
homomorphismes continus de G(AF ) dans C
× qui sont e´gaux a` 1 sur G(F ). D’autre
part, on a un homomorphisme de localisation
H1(WF ;Z(Gˆ))→
∏
v∈V al(F )
H1(WFv ;Z(Gˆ))
dont on note ker1(WF ;Z(Gˆ)) le noyau. On de´finit alors un homomorphisme
αF : H
1(WF ;Z(Gˆ))/ker
1(WF ;Z(Gˆ))→ Homcont(G(F )\G(AF ),C
×).
Si F = R, l’homomorphisme αF n’est en ge´ne´ral ni surjectif, ni injectif. Si F est p-
adique, αF est toujours injectif. J’ai a` plusieurs reprises commis l’erreur d’affirmer que αF
e´tait toujours surjectif. J.-P. Labesse m’a signale´ cette erreur et indique´ la re´fe´rence [3]
qui de´crit pre´cise´ment ce qu’il en est (disons toutefois que αF est surjectif pour beaucoup
de groupes usuels). Je l’en remercie vivement. Cependant, la re´fe´rence [3] traite aussi le
cas des corps de nombres et, dans ce cas, son re´sultat n’est pas optimal. En effet, on a
le lemme suivant.
Lemme. Si F est un corps de nombres, αF est bijectif.
Peut-eˆtre qu’une preuve de ce re´sultat se trouve de´ja` dans la litte´rature. Faute de
l’avoir trouve´e, je vais en donner une.
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Remarque. Les auteurs de [3] ne supposent pas que F est de caracte´ristique nulle.
Par prudence, je me limiterai a` ce cas.
Preuve. Soient T et T ′ deux tores de´finis sur F et f : T → T ′ un homomorphisme
de´fini sur F . On de´finit divers groupes de cohomologie associe´s au 2-complexe T
f
→ T ′.
Faˆcheusement, la nume´rotation de ces groupes diffe`re selon les auteurs. Nous notons
H i+1,i le groupe dont les e´le´ments sont des classes d’e´quivalence de paires de cochaˆınes,
la premie`re e´tant de degre´ i + 1 et la seconde de degre´ i. Ainsi, on a des groupes
H1,0(F ;T
f
→ T ′), H1,0(AF ;T
f
→ T ′), H1,0(AF/F ;T
f
→ T ′), cf. [2] 1.4 ou [1] appendice
C1. Ils s’inscrivent dans une suite exacte
H1,0(F ;T
f
→ T ′)→ H1,0(AF ;T
f
→ T ′)→ H1,0(AF/F ;T
f
→ T ′).
Le groupe H1,0(AF ;T
f
→ T ′) est un produit restreint des groupes H1,0(Fv;T
f
→ T ′) sur
les places v ∈ V al(F ). Tous ces groupes sont munis de topologies qui en font des groupes
localement compacts. Les fle`ches de la suite ci-dessus sont continues. Dualement, on a
un complexe Tˆ ′
fˆ
→ Tˆ et on de´finit le groupe de cohomologie H1,0(WF ; Tˆ
′
fˆ
→ Tˆ ) et, pour
toute place v ∈ V al(F ), le groupe H1,0(WFv ; Tˆ
′
fˆ
→ Tˆ ). On a un homomorphisme
H1,0(WF ; Tˆ
′ fˆ→ Tˆ )→
∏
v∈V al(F )
H1,0(WFv ; Tˆ
′ fˆ→ Tˆ ).
On dispose d’un accouplement
H1,0(WF ; Tˆ
′ fˆ→ Tˆ )×H1,0(AF/F ;T
f
→ T ′)→ C×
et, pour tout v ∈ V al(F ), d’un accouplement
H1,0(WFv ; Tˆ
′ fˆ→ Tˆ )→ H1,0(Fv;T
f
→ T ′).
Ils sont compatibles avec les homomorphismes de´finis ci-dessus.
Notons GSC le reveˆtement simplement connexe du groupe de´rive´ de G et notons
pi : GSC → G l’homomorphisme naturel. Choisissons un sous-tore maximal T de G de´fini
sur F , notons Tsc son image re´ciproque par pi. Labesse de´finit les groupes H
0
ab(F ;G),
H0ab(AF ;G) et H
0
ab(AF/F ;G) comme e´tant H
0
ab(F ;Tsc
pi
→ T ), etc... Ils ne de´pendent pas
du choix de T car on voit que l’on peut remplacer dans leurs de´finitions le complexe de
tores Tsc
pi
→ T par le complexe de groupes diagonalisables Z(GSC)
pi
→ Z(G) (ou` Z(G) est
le centre de G et Z(GSC) celui de GSC). On dispose d’homomorphismes abF : G(F ) →
H0ab(F ;G) et abFv : G(Fv)→ H
0(Fv;G) pour tout v ∈ V al(F ), ces derniers se regroupant
en un homomorphisme abAF : G(AF ) → H
0
ab(AF ;G). Rappelons leur de´finition, par
exemple dans le cas de abF . Pour g ∈ G(F ), on choisit gsc ∈ GSC(F¯ ) et z ∈ Z(G)(F¯ )
tels que g = pi(gsc)z. On de´finit un cocycle µ : ΓF → GSC par µ(σ) = gscσ(gsc)
−1 pour
σ ∈ ΓF . On voit qu’il prend ses valeurs dans Z(GSC)(F¯ ) et que le couple de cochaˆınes
(µ, z) est un cocycle dont la classe dans H0ab(F ;G) est, par de´finition, abF (g). On voit
que le noyau de abF est e´gal a` pi(GSC(F )) et que, pour toute place v, le noyau de abFv
est pi(GSC(Fv)). On voit aussi que l’homomorphisme abAF est continu et ouvert.
Au tore T est associe´ un sous-tore maximal Tˆ de Gˆ. Le groupe dual de GSC est le
groupe adjoint GˆAD = Gˆ/Z(Gˆ). Notons pˆi : Gˆ → GˆAD l’homomorphisme naturel et Tˆad
2
l’image de Tˆ par piad. Le complexe dual de Tsc
pi
→ T est alors Tˆ
pˆi
→ Tˆad. On voit que les
groupes de cohomologie associe´s ce complexe sont e´gaux a` ceux associe´s au complexe
Z(Gˆ)→ {1}, autrement dit ce sont les groupes H1(WF ;Z(Gˆ)), etc...
Nous avons ainsi introduit les objets et les homomorphismes du diagramme suivant :
(1)
GSC(F ) GSC(AF )
↓ pi ↓ pi
G(F ) → G(AF )
↓ abF ↓ abAF
H0ab(F ;G)
j
→ H0ab(AF ;G)
k
→ H0ab(AF/F ;G)
∏
v∈V alF
H1(WFv ;Z(Gˆ)) ← H
1(WF ;Z(Gˆ))
Dans notre cas, les accouplements e´voque´s plus haut sont des dualite´s parfaites ([1]
lemmes A.3.B et C.2.C), c’est-a`-dire qu’il s’en de´duit un isomorphisme
α′F : H
1(WF ;Z(Gˆ))→ Homcont(H
0
ab(AF/F ;G),C
×)
et, pour tout v ∈ V al(F ), un isomorphisme
α′Fv : H
1(WFv ;Z(Gˆ))→ Homcont(H
0
ab(Fv;G),C
×).
Ces isomorphismes sont compatibles avec les homomorphismes du diagramme (1). Parce
que les α′Fv sont des isomorphismes, l’image par α
′
F de ker
1(WF ;Z(Gˆ)) est le sous-
groupe des e´le´ments de Homcont(H
0
ab(AF/F ;G),C
×) qui sont triviaux sur l’image de
l’homomorphisme k du diagramme (1). Or, d’apre`s [1] lemme C.3.A, k se quotiente en un
home´omorphisme deH0ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)) sur un sous-groupe ouvert deH
0
ab(AF/F ;G).
Donc le groupe Homcont(H
0
ab(AF/F ;G),C
×), quotiente´ par le sous-groupe des e´le´ments
qui sont triviaux sur l’image de k, s’identifie a` Homcont(H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)),C
×).
De α′F se de´duit donc un isomorphisme
α′′F : H
1(WF ;Z(Gˆ))/ker
1(WF ;Z(Gˆ))→ Homcont(H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)),C
×).
D’autre part, de l’homomorphisme abAF se de´duit un homomorphisme
ab′AF : G(AF )→ H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)),
dont le noyau contient G(F ). On a donc dualement un homomorphisme
β : Homcont(H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)),C
×)→ Homcont(G(F )\G(AF ),C
×).
par de´finition, l’application αF de l’e´nonce´ est e´gale a` β ◦α
′′
F . Puisque α
′′
F est bijectif, on
doit prouver que β l’est aussi.
Montrons d’abord que
(2) si G est simplement connexe, Homcont(G(F )\G(AF ),C
×) = {1}.
Notons S l’ensemble des places v ∈ V al(F ) telles que G ne soit pas quasi-de´ploye´ sur
Fv. C’est un ensemble fini. D’apre`s [3], αFv est un isomorphisme pour v ∈ V al(F )− S.
Or Z(Gˆ) = {1} puisque Gˆ est adjoint. Donc Homcont(G(Fv),C
×) = {1} pour v ∈
V al(F ) − S. Un e´le´ment ω de Homcont(G(F )\G(AF ),C
×) est donc trivial sur G(Fv)
pour ces places v, donc ω est trivial sur G(F )G(ASF ), ou` A
S
F est le produit restreint des
Fv pour v ∈ V al(F ) − S. Or, parce que G est simplement connexe, cet ensemble est
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dense dans G(AF ) (the´ore`me de Kneser-Harder, cf. [4] the´ore`me 3.1). Donc ω est trivial,
ce qui prouve (2).
Revenons a` G quelconque. Soit ω ∈ Homcont(G(F )\G(AF ),C
×). Alors ω ◦ pi est un
e´le´ment de Homcont(GSC(F )\GSC(AF ),C
×), lequel est trivial d’apre`s (2). Donc ω est
trivial sur pi(GSC(AF )). On obtient que l’application naturelle
G(AF )→ G(F )pi(GSC(AF ))\G(AF )
se dualise en une bijection
(3) Homcont(G(F )pi(GSC(AF ))\G(AF ),C
×)→ Homcont(G(F )\G(AF ),C
×).
L’homomorphisme ab′
AF
introduit plus haut se quotiente en un homomorphisme
b : G(F )pi(GSC(AF ))\G(AF )→ H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G))
et, modulo la bijection (3), β n’est autre que l’homomorphisme dual de b. D’autre part,
parce que abAF est continu et ouvert, b l’est aussi. Pour montrer que β est bijectif, il
suffit de prouver que b l’est.
Remarquons que, puisque les suites verticales du diagramme (1) sont exactes, le
groupe G(F )pi(GSC(AF ))\G(AF ) s’identifie avec abAF (G(AF ))/j◦abF (G(F )) et b devient
l’application
b : abAF (G(AF ))/j ◦ abF (G(F ))→ H
0
ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G))
de´duite de l’injection abAF (G(AF )) ⊂ H
0
ab(AF ;G).
Montrons que
(4) b est surjectif.
Notons V al∞(F ) l’ensemble des places archime´diennes de F . Pour toute place v ∈
V al(F ), l’image de abFv est un sous-groupe ouvert d’indice fini de H
0
ab(Fv;G). Si v 6∈
V al∞(F ), abFv est surjectif, cf. [2] proposition 1.6.7. Donc l’image de b est un sous-
groupe ouvert d’indice fini de H0ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)) qui contient l’image naturelle
de H0ab(A
V al∞(F )
F ;G). D’apre`s [1] lemme C.5.A, la projection de j(H
0
ab(F ;G)) dans le
produit
∏
v∈V al∞(F )
H0ab(Fv;G) est d’image dense. Il revient au meˆme de dire que le
produit de j(H0ab(F ;G)) et de l’image naturelle de H
0
ab(A
V al∞(F )
F ;G) dans H
0
ab(AF ;G) est
dense dans ce dernier groupe, ou encore que l’image naturelle de H0ab(A
V al∞(F )
F ;G) dans
H0ab(AF ;G)/j(H
0
ab(F ;G)) est dense. Ainsi, l’image de b est un sous-groupe ouvert dense,
donc b est surjectif.
Montrons enfin que
(5) b est injectif.
Il revient au meˆme de prouver l’e´galite´
(6) j(H0ab(F ;G)) ∩ abAF (G(AF )) = j ◦ abF (G(F )).
L’inclusion du membre de droite dans celui de gauche est claire et est d’ailleurs
utilise´e dans les constructions ci-dessus. Montrons l’inclusion inverse. L’homomorphisme
j s’inse`re dans un diagramme commutatif
GSC(F )
pi
→ G(F )
abF→ H0ab(F ;G) → H
1(F ;GSC)
↓ ↓ ↓ j ↓ h
GSC(AF )
pi
→ G(AF )
abAF→ H0ab(AF ;G) →
∏
v∈V al(F )H
1(Fv;GSC)
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Les suites horizontales sont exactes, cf. [2] page 31. Soit x ∈ H0ab(F ;G), supposons
j(x) ∈ abAF (G(AF )). Alors l’image de x dans le terme sud-est du diagramme ci-dessus
est triviale. L’image de x dans H1(F ;GSC) est donc dans le noyau de h. Or ce noyau
est trivial (the´ore`me de Kneser-Harder-Chernousov, [2] the´ore`me 1.6.9). Donc x appar-
tient a` l’image de abF et j(x) appartient a` j ◦ abF (G(F )). Cela prouve (6) et ache`ve la
de´monstration du lemme.
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